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Líi cam �oan

Tæi xin cam �oan cæng tr¼nh tr¶n l  do tæi nghi¶n cùu d÷îi sü h÷îng d¨n cõa

GS.TSKH Nguy¹n Quang Di»u. C¡c k¸t qu£ n¶u trong luªn v«n n y l  trung

thüc v  ch÷a tøng �÷ñc cæng bè trong b§t ký cæng tr¼nh khoa håc n o kh¡c.

Th¡i Nguy¶n, th¡ng 6 n«m 2019

T¡c gi£

Ph¤m Thà Ngåc

X�C NH�N X�C NH�N
CÕA KHOA CHUY�N MÆN CÕA NG×ÍI H×ÎNG D�N

GS.TSKH Nguy¹n Quang Di»u
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Líi c£m ìn

Trong qu¡ tr¼nh håc tªp v  nghi¶n cùu �º ho n th nh luªn v«n tæi �¢ nhªn

�÷ñc sü gióp �ï nhi»t t¼nh cõa ng÷íi h÷îng d¨n, GS.TSKH Nguy¹n Quang Di»u.

Tæi công muèn gûi líi c£m ìn bë mæn Gi£i t½ch, Khoa To¡n, �¢ t¤o måi �i·u

ki»n thuªn lñi, h÷îng d¨n, ph£n bi»n �º tæi câ thº ho n th nh tèt luªn v«n n y.

Do thíi gian câ h¤n, b£n th¥n t¡c gi£ cán h¤n ch¸ n¶n luªn v«n câ thº câ nhúng

thi¸u sât. T¡c gi£ mong muèn nhªn �÷ñc þ ki¸n ph£n hçi, �âng gâp v  x¥y düng

cõa c¡c th¦y cæ, v  c¡c b¤n.

Tæi xin tr¥n trång c£m ìn.

Th¡i Nguy¶n, th¡ng 6 n«m 2019

T¡c gi£

Ph¤m Thà Ngåc
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Mð �¦u

1. L½ do chån �· t i.

Th¡c triºn ch¿nh h¼nh l  mët b i to¡n quan trång cõa gi£i t½ch phùc mët

bi¸n.Trong C måi mi·n ph¯ng �·u l  mi·n ch¿nh h¼nh. �i·u n y câ ngh¾a l  tçn

t¤i mët h m ch¿nh h¼nh khæng thº mð rëng l¶n mët mi·n rëng hìn thªt sü. Tuy

nhi¶n trong tr÷íng hñp nhi·u chi·u (Cn , n ≥ 2) th¼ c¡c k¸t qu£ tr¶n khæng cán

�óng núa . �ành lþ cê �iºn cõa Hartogs nâi r¬ng måi h m ch¿nh h¼nh tr¶n l¥n

cªn cõa bi¶n mët song �¾a �·u mð rëng ch¿nh h¼nh l¶n song �¾a. �ành lþ n y �¢

�÷ñc Chirka ph¡t triºn cho c¡c h m ch¿nh h¼nh tr¶n l¥n cªn cõa �ç thà mët h m

sè li¶n töc tr¶n �¾a �ìn và. �¥y l  mët mð rëng r§t s¡ng t¤o v  l  c£m hùng �º

c¡c nh  to¡n håc �i sau nghi¶n cùu.

2. Möc �½ch nghi¶n cùu.

Luªn v«n nghi¶n cùu: Th¡c triºn ch¿nh h¼nh kiºu Hatogs - Chirka. Chóng tæi

cì b£n tr¼nh b y theo mët b i b¡o chuy¶n kh£o cõa Barret v  Bharali.

3. Nhi»m vö nghi¶n cùu

Nghi¶n cùu hai �ành lþ cì b£n: �ành lþ th¡c trºn Hatogs v  �ành lþ Chirka v·

mð rëng h m ch¿nh h¼nh trong l¥n cªn cõa mët �ç thà.

4. Ph÷ìng ph¡p nghi¶n cùu

Dòng c¡c ph÷ìng ph¡p kÿ thuªt cõa lþ thuy¸t �a th¸ và v  gi£i t½ch phùc.

5. C§u tróc luªn v«n.

Luªn v«n bao gçm hai ch÷ìng ch½nh.

• Ch÷ìng 1: Ki¸n thùc chu©n bà. Ch÷ìng n y tæi s³ nhc l¤i mët sè ki¸n thùc

cì b£n cõa Gi£i t½ch phùc nh¬m phöc vö cho ch÷ìng 2.

• Ch÷ìng 2: �ành lþ th¡c triºn Hartog v  c¡c mð rëng. Trong ch÷ìng n y s³

tr¼nh b y l¤i �ành lþ Hartogs v  �ành lþ kiºu Hartogs-Chirka v· th¡c triºn h m

ch¿nh h¼nh trong l¥n cªn �ç thà.
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Ch÷ìng 1

Ki¸n thùc chu©n bà

Trong ch÷ìng n y chóng ta s³ nhc l¤i mët sè ki¸n thùc chu©n bà v· h m

ch¿nh h¼nh mët bi¸n v  nhi·u bi¸n s³ �÷ñc dòng v· sau. Kh¡i ni»m quan trång

l  mi·n ch¿nh h¼nh, mi·n gi£ lçi còng vîi nguy¶n lþ li¶n töc �º nhªn bi¸t c¡c

mi·n gi£ lçi.

1.1 H m ch¿nh h¼nh mët bi¸n v  nhi·u bi¸n

�ành ngh¾a 1.1.1. H m f x¡c �ành trong mi·n D ⊂ C vîi gi¡ trà trong C
�÷ñc gåi l  ch¿nh h¼nh t¤i z0 ∈ D n¸u tçn t¤i r > 0 �º f l  C-kh£ vi t¤i måi

z ∈ ∆(z0, r) ⊂ D.

N¸u f ch¿nh h¼nh t¤i måi z ∈ D th¼ ta nâi f ch¿nh h¼nh tr¶n D.

V½ dö 1.1.2. C¡c h m �a thùc ch¿nh h¼nh tr¶n to n m°t ph¯ng phùc C. C¡c
h m húu t� ch¿nh h¼nh tr¶n C trø ra t¤i c¡c �iºm m  nâ khæng x¡c �ành.

Cæng thùc t½ch ph¥n Cauchy sau �¥y l  �ành lþ n·n t£ng nh§t cõa gi£i t½ch

phùc mët bi¸n.

�ành lþ 1.1.3. Cho h m f(z) ch¿nh h¼nh tr¶n mi·n D v  γ l  mët chu tuy¸n

trong D sao cho mi·n γ0 giîi h¤n bði γ n¬m trong D. Khi �â vîi måi z0 ∈ γ0,

ta câ

a)

f(z0) =
1

2πi

∫
γ

f(z)

z − z0
dz. (1.1)
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b) Vîi n ≥ 1 ta câ

f (n)(z0) =
n!

2πi

∫
γ

f(z)

(z − z0)n+1
dz. (1.2)

Chùng minh. a) L§y δ > 0 �õ b² �º h¼nh trán ∆(z0, δ) ⊂ γ0, ph¦n m°t ph¯ng

giîi h¤n bði γ. Kþ hi»u Cδ l  bi¶n cõa ∆(z0, δ) v  �°t

Dγ,δ = γ0\∆(z0, δ).

Do Dγ,δ l  mi·n 2-li¶n, n¶n ta câ∫
γ∪C−δ

f(ν)

ν − z0
dν = 0.

Tø �â câ �¯ng thùc ∫
γ

f(ν)

ν − z0
dν =

∫
Cδ

f(η)

η − z0
dη. (1.3)

B ng c¡ch tham sè hâa η = a+ δeiφ, dη = iδeiφdφ ta câ∫
Cδ

f(η)

η − z0
dη =

∫ 2π

0

f(z0 + ρeiϕ)

ρeiϕ
ρeiϕdϕ

= i

∫ 2π

0

f(z0 + ρeiϕ)dϕ

= i

∫ 2π

0

[f(z0 + ρeiϕ)− f(z0)]dϕ+ 2πif(z0).

Cho δ → 0 ta câ

lim
δ→0

∫ 2π

0

[f(z0 + ρeiϕ)− f(z0)]dϕ = 0.

Vªy ta câ

lim
δ→0

∫
γ

f(η)

η − z0
dη = 2πif(z0). (1.4)

K¸t hñp l¤i ta câ �i·u ph£i chùng minh.

b. B¬ng c¡ch �¤o h m d÷îi d§u t½ch ph¥n ta câ cæng thùc ph£i chùng minh.

Nhí cæng thùc t½ch ph¥n Cauchy ta chùng minh �÷ñc k¸t qu£ sau v· biºu

di¹n �àa ph÷ìng mët h m ch¿nh h¼nh th nh mët chuéi thøa.

�ành lþ 1.1.4. Cho f l  h m ch¿nh h¼nh tr¶n mi·n mð D. Khi �â vîi måi a ∈ D,

h m f câ thº khai triºn th nh chuéi lôy thøa trong måi l¥n cªn �õ nhä cõa a

f(z) =

∞∑
n=0

cn(z − a)n. (1.5)

3



Hìn núa c¡c h» sè cõa chuéi l  �÷ñc t½nh theo cæng thùc

cn :=
f (n)(a)

n!
.

Tø �ành lþ tr¶n chóng ta câ thº hiºu kh¡i ni»m h m ch¿nh h¼nh nhi·u bi¸n

nh÷ sau.

�ành ngh¾a 1.1.5. H m f �÷ñc gåi l  ch¿nh h¼nh t¤i z ∈ Cn n¸u f câ thº khai

triºn �÷ñc th nh chuéi luÿ thøa trong l¥n c¥n cõa z . H m f ch¿nh h¼nh tr¶n

mi·n D n¸u nâ ch¿nh h¼nh t¤i måi �iºm z ∈ D

T÷ìng tü nh÷ �ành lþ Cauchy cho h m mët bi¸n phùc, chóng ta câ k¸t qu£

sau �¥y:

�ành lþ 1.1.6. Gi£ sû U = U(a, r) = {z ∈ Cn : |zj − aj | < rj ∀j = 1, . . . , n} l  �a

�¾a t¥m a �a b¡n k½nh r = (r1, . . . , rn) v 

Γ = {z ∈ Cn : |zj − aj | = rj ∀j = 1, . . . , n}.

N¸u f l  h m li¶n töc tr¶n U v  ch¿nh h¼nh trong U th¼

f(z) =
(

1

2πi

)n ∫
Γ

f(η)dη1 · · · dηn
(η1 − z1) · · · (ηn − zn)

∀z ∈ U. (1.6)

�ành lþ sau �¥y �÷ñc chùng minh t÷ìng tü nh÷ mët bi¸n.

�ành lþ 1.1.7. Gi£ sû {fn} hëi tö �·u tr¶n måi tªp compact trong D tîi h m

f , th¼ h m f ch¿nh h¼nh tr¶n D.

Chùng minh. Cho z0 ∈ D. Chån r > 0 �õ b² �º U(z0, r) ⊂ D. Theo cæng thùc

t½ch ph¥n Cauchy vîi måi z ∈ U(z0, r) ta câ

fn(z) =
1

2πi

∫
∂D(z0,r)

fn(η)

η − z
dη.

Do (fn) hëi tö �·u tîi f tr¶n ∂D(z0, r) b¬ng c¡ch ti¸n �¸n giîi h¤n d÷îi d§u t½ch

ph¥n ta nhªn �÷ñc

fn(z) =
1

2πi

∫
∂D(z0,r)

fn(η)

η − z
dη

vîi måi z ∈ D(z0, r). V¼ th¸ f ch¿nh h¼nh tr¶n D(z0, r).

Sû döng �ành lþ tr¶n chóng ta câ nguy¶n lþ sau �¥y v· t½nh compact cõa hå

c¡c h m ch¿nh h¼nh:
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�ành lþ 1.1.8 (�ành lþ Montel). Gi£ sû D l  mët mi·n trong C v  F ⊂ H(D).

Khi �â F bà ch°n �·u tr¶n c¡c tªp compact n¸u v  ch¿ n¸u måi d¢y {fn} ⊂ F

chùa mët d¢y con fnk hëi tö �·u tr¶n c¡c tªp compact.

1.2 H m �a �i·u háa d÷îi v  mi·n gi£ lçi

�ành ngh¾a 1.2.1. Cho D l  tªp mð trong C. H m u : D → [−∞,+∞) �÷ñc

gåi l  �i·u háa d÷îi tr¶n D n¸u u l  nûa li¶n töc tr¶n tr¶n D, u 6= −∞ tr¶n b§t

k¼ th nh ph¦n li¶n thæng cõa D v  thäa m¢n b§t �¯ng thùc d÷îi trung b¼nh d÷îi

tr¶n D. Ngh¾a l  vîi måi x ∈ D, tçn t¤i r > 0 sao cho ∆(x, ρ) ⊂ D v  vîi måi

0 ≤ r < r ta câ

u(x) ≤ 1

2π

∫ 2π

0

u(x+ reit)dt.

�ành lþ 1.2.2. Cho u l  h m �i·u háa d÷îi tr¶n tªp mð D1 v  v l  h m �i·u

háa d÷îi tr¶n tªp mð D2 ⊂ D1. Gi£ sû vîi måi x ∈ D1 ∩ ∂D2 ta câ

lim sup
z→x

v(z) ≤ u(x).

Khi �â h m

ũ =

{
max{u, v} tr¶nD2

u tr¶n D1 \D2

l  h m �i·u háa d÷îi tr¶n D1.

K¸t qu£ sau �¥y gióp chóng ta trìn hâa h m �a �i·u háa d÷îi.

�ành lþ 1.2.3. Cho u l  h m �i·u háa d÷îi tr¶n tªp mð D ⊂ C vîi u 6= −∞.

H m θ l  h m x¡c �ành bði

θ(x) =

{
λe
− 1

1−‖x‖2 n¸u ‖x‖ < 1

0 n¸u ‖x‖ ≥ 1.

Vîi r > 0 d÷ìng ta �°t

θr(z) =
1

r2
θ
(
z

r2

)
z ∈ C.

Khi �â u ∗ θr l  h m �i·u háa d÷îi trìn tr¶n Dr v  hìn núa u ∗ χ ↓ u tr¶n D.

Mèi li¶n h» giúa h m ch¿nh h¼nh v  h m �a �i·u ho  d÷îi �÷ñc thº hi»n nh÷

sau:
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